Décomposition de Bruhat

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

— 105 : Groupe de permutations d’un ensemble fini. Applications.

— 106 : Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie F, sous-groupes de GL(E).
Applications.

— Systeme d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et conséquences
théoriques.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit A € GL,(K), il eziste Ty, T, triangulaires supérieures et un unique o € S,
tel que A =T\ P,T5.

Preuve:

Existence de la décomposition de Bruhat

Notons (E;;) la base canonique, Tg 'ensemble des matrices triangulaire supérieures de M, (K).
Pour tout ¢ < j dans [1,n], A € K, a # 0 on définit :

— Ti;;(N) =1, + \E;; € Ts

— Dz(oz) = In + (OZ - 1)Em c Tg
Soit A € GL,(K),
Soit iy = max{k € [1,n]|ax,; # 0} (existe car A € GL,,(K)).

(i) Vk < i1, on multiplie a gauche par
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(iii) Vk € [2,n], on multiplie & droite par
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On itere cet algorithme aux autres colonnes et on construit alors une suite (i1, ...,17,) avec j > i,

injective de [1,n] dans [1,n] donc bijective.
Soit o € S, la permutation telle que Vk € [1,n], o(k) = i) et on lui associe la matrice de permutation
P,. On a donc par construction P, = T ATy d’ou 'existence.

Unicité de la décomposition

Soit A =T,P, T, = T{ P, Ty avec o, deux permutations de S, et Ty, Ty, T}, T3 € Ts.
On a
PN (T)Ty P, = TyT "
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Par l'absurde si 0 # 7, il existe ¢ € [1,n] tel que o(i) < 7(i),
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La o(i)-éme colonne de T est alors o donc 0 # T;; = Tr6).06) = 0.
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Absurde, donc o = 7.



Application. Soit A € GL,(K) et d = (Fy,..., F,) un drapeau de K™,

Alors A - d := (A(Fp), ..., A(F,)) est également un drapeau et définit une action de GL,(K)
sur l’ensemble D des drapeauzx. On peut définir de méme une action de A sur les couples de
drapeau par A - (d,d") = (A-d, A-d).

Le nombre d’orbite de l’action sur les couples de drapeau est n!.

Etape 1 : Montrons que D ~ GL,(K)/Ts

Montrons que cette action est transitive,
Soit (ey, ..., e,) la base canonique de K" et ¢ le drapeau formé des (Vect(es, ..., ex))refo,n]-
Pour d = (Fp,. .., F,) un drapeau quelconque, on peut trouver une base (f1,..., f,) de K" telle que
Vk € [1,n],(f1,..., frx) est une base de Fy.
L’unique matrice A vérifiant Ae; = f; est inversible et vérifie A - = d.

Comme l’action est transitive, D est en bijection avec GL,(K)/Gs avec G5 le stabilisateur de d.
Or, on a pour A € GL,(K) A-§ =0 <= A est triangulaire supérieure, d’ou Gs = Tg et
D ~ GL,(K)/Ts.

Etape 2 : Identifions une action de GL,(K) sur GL, (K)/Ts x GL, (K)/Ts

Pour d € D, B € GL,(K), tel que d = B -4, en identifiant d avec B de G/Ts, pour A €
GL,(K), on a A- B = AB qui s’identifie 8 AB-§ = A -d. On définit une action de GL,(K) sur
GL,(K)/Ts x GL,(K)/Ts se traduit sur les couples de drapeaux par I'action A-(d,d") = (A-d, A-d').

Etape 3 : Dénombrons le nombre d’orbite en montrant que chaque orbite contient un
unique élément de la forme (I, P,)

Soit X,Y € GL,(K), on a (X,Y) = X (I,, X"1Y).
Donc en considérant la décomposition de Bruhat de X 'Y ona X 'Y = T, P,T5 et comme T}, T» € Tg

on a : L
(Tn7 X—IY) = Tl (Tfl? PO'T2> = Tl (Tnu E)

Dot (X,Y) = XT\(I,, P,). Toute orbite contient donc un élément de la forme (I,,, P,) avec o défini
de mani¢re unique car s’il existe A € GL,(K) tel que (I,,, P,) = A(I,,, P;) = (A, AP,) donc A € Tg
et il existe T € Tg tel que AP, = P,T d’ou ¢ = 7 par unicité de la décomposition de Bruhat.

Il y a donc autant d’orbite que d’éléments de .S,, donc il y a n! orbites.
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